	Výrazy 
	Ročník 7 - 9


Výrazy – metodické poznámky

Do tohoto tématu jsou zařazeny úlohy, které jsou zaměřeny na úpravy výrazů s proměnnou. Učitel může jednotlivá zadání pozměnit dosazením konkrétních čísel, takže slabší žáci mohou pracovat s výrazy číselnými. Nabízí se tak možnost vnitřní diferenciace, kdy nadanější žáci mohou hledat obecnější řešení a uvědomovat si, které proměnné výsledek ovlivňují a které ne. 

     Výsledky úloh jsou v mnoha případech zajímavé, což může působit jako motivační prvek. Kromě získání a ověření některých informací na Internetu se předpokládá další využití počítačů. U úlohy E/ si žáci mohou pravidelné mnohoúhelníky sestrojit v Cabri, kde je možné též změřit úhly a ověřit výsledky. Stejným způsobem je možné postupovat u úloh F/ - Q/. V úloze R/ žáci nejprve provedou konstrukci obecného trojúhelníka a vepíší mu kružnici. Potom mohou v Cabri změřit obsah a obvod tohoto trojúhelníka a poloměr kružnice vepsané. Následnými výpočty (rovněž s využitím Cabri) žáci ověří závěr úlohy a změnou tvaru trojúhelníka se přesvědčí o obecné platnosti tohoto vztahu. V úloze S/ by žáci měli přijít na to, jak lze dva shodné kruhy pomocí programu sestrojit. Potom mohou změřením obsahů ověřit výsledky, ke kterým dospěli. V úloze V/ se předpokládá užití Excelu. Žáci by si měli odvodit příslušné vzorce a potom je zadat do programu a „roztažením“ získat příslušné výsledky. 

     Celý projekt je zaměřen na aktivizaci žáků při výuce dost obtížné partie učiva. Činnosti žáků se mohou střídat od úprav číselných výrazů či výrazů s proměnnou ke tvorbě obrázků pomocí počítače a následnému ověřování výpočtů včetně změn poloh geometrických objektů. V neposlední řadě je možné využít i získávání doplňujících informací pomocí Internetu. 

Matematika poskytuje nejčistší a nejbezprostřednější prožívání pravdy,

v tom spočívá její hodnota pro všeobecné vzdělání lidí.
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                                                                  MAX LAUE

Laue, Max von (1879 - 1960)
Německý držitel Nobelovy ceny za fyziku z roku 1914. Cenu získal za objev ohybu Roentgenova záření na krystalu. To umožnilo vědcům zkoumat strukturu krystalů a následně i dokonale popsat strukturu a děje v pevných látkách, což je důležité pro vývoj moderní elektroniky. 

Výrazy vznikají z čísel nebo písmen, kterým říkáme proměnné, aritmetickými operacemi. Výsledkem sčítání je součet, výsledkem odčítání je rozdíl, výsledkem násobení je součin, výsledkem dělení je podíl, výsledkem umocňování je mocnina, výsledkem odmocňování je odmocnina.

A/  Sestav výraz pro výpočet 

· obsahu čtverce                                          

-     objemu krychle       

· obvodu čtverce                                                   
-      povrchu krychle

· obsahu obdélníka                                               
-      objemu kvádru

· obvodu obdélníka                                              
-       povrchu kvádru

· obsahu pravoúhlého trojúhelníku                      
-      objemu n-bokého hranolu

· obsahu lichoběžníku                                          
-      povrchu n-bokého hranolu

· délky přepony pravoúhlého trojúhelníka           
-      hmotnosti tělesa

·  ceny po 20% slevě zboží v ceně x Kč               
-      povrchu válce

U všech výrazů si za proměnné dosaďte vámi zvolená čísla a vypočítejte hodnoty vzniklých číselných výrazů.
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B/   Sestav číselný výraz pro výpočet rychlosti Země při jejím oběhu kolem Slunce   

       v kilometrech za sekundu a potom vypočítej tuto hodnotu. Pokud neznáš vzdálenost   

       Země od Slunce, najdi si ji na Internetu.  
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     Žáci se mohou seznámit i s pojmy perihélium a afélium a uvědomit si, že rychlost Země při oběhu kolem Slunce není rovnoměrná.

C/  Světelný rok je jednotkou dráhy pro velmi velké vzdálenosti, např. objektů ve vesmíru. Je  

      to vzdálenost, kterou světlo urazí za jeden rok (značí se ly z anglického light year). Sestav  

      výraz pro výpočet světelného roku (rychlost světla si zjisti pomocí Internetu):
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[image: image20.wmf]
D/  Hvězda, která je našemu Slunci ve vesmíru nejblíže, se nazývá Proxima Centauri. Zjisti   

      pomocí údajů z Internetu, za jak dlouho k nám doletí světlo  z této hvězdy a vypočítej její

      vzdálenost od Země.

       4,27 ly = 
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Výrazy s proměnnou často sestavujeme a upravujeme při geometrických výpočtech.

E/  Sestroj pomocí Cabri geometrie pravidelný čtyřúhelník, pětiúhelník, šestiúhelník a 

     osmiúhelník. U každého útvaru urči velikost vnitřního úhlu a počet jeho úhlopříček.    

     Pokuste se nalézt obecné vztahy pro výpočet těchto hodnot a ověřit je i u jiných  

     mnohoúhelníků. Zopakujte si vše, co o pravidelných mnohoúhelnících  znáte. [image: image111.wmf]6

2

3

4

3

3

p

p

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

×

a

a


Každý pravidelný mnohoúhelník se skládá ze shodných rovnoramenných trojúhelníků s hlavním vrcholem v těžišti mnohoúhelníku. Velikost tohoto úhlu je 
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Velikost vnitřního úhlu vyjádříme úpravou výrazu  
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf]
Při určení počtu úhlopříček si uvědomíme, že z každého vrcholu nevede 
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úhlopříčka do „sebe“ a do obou sousedních vrcholů. U pravidelného 

n-úhelníku tedy z každého vrcholu vede n-3 úhlopříček a protože 

každou počítáme dvakrát, sestavíme výraz pro určení jejich počtu.
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F/  Vyjádřete velikost vybarvené plochy              

      vzniklé vepsáním kruhu do půlkruhu:   
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               Kruh a vybarvená část mají stejný obsah.

[image: image114.wmf]G/   Čtverci je vepsána a opsána kružnice. Vypočítejte obsah takto vzniklého mezikruží.
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                                                          Obsah mezikruží se rovná obsahu kruhu vepsaného 

                                                          čtverci.  

[image: image115.wmf]a

H/    Kolik procent z obsahu čtverce tvoří obsah vyznačených obrazců?

                                                             Z obrázku je zřejmé, že obsah silně ohraničené 

                                                             části čtverce tvoří 
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]2
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, t.j. 50 %.
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                                                            Obsah dvou výsečí:    
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                                                            Výpočet procent:  
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                                                   Obsah ohraničeného útvaru tvoří asi 61 % obsahu čtverce.

[image: image117.wmf]36

11

36

9

2

2

2

2

2

2

r

r

r

r

×

×

=

×

+

×

×

-

×

=

p

p

p

p

[image: image118.wmf](

)

2

2

2

2

c

b

a

r

r

b

r

a

r

c

S

S

S

S

ACS

BCS

ABS

ABC

+

+

×

=

×

+

×

+

×

=

+

+

=

[image: image119.wmf]O

S

c

b

a

S

r

×

=

+

+

×

=

2

2

[image: image120.wmf]Trojúhelník
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I/   Jakou část obsahu čtverce tvoří obsah kruhů v jednotlivých případech?
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]4

4

2

2

p

p

=

×

a

a

                
[image: image37.wmf]4

16

4

2

2

p

p

=

×

×

a

a

               
[image: image38.wmf]4

36

9

2

2

p

p

=

×

×

a

a

             
[image: image39.wmf]4

64

16

2

2

p

p

=

×

×

a

a

 

    Kdyby počet kruhů byl n x n:   
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  Obsah kruhů tvoří ve všech případech z obsahu čtverce stejnou část, přibližně 78,5 %.

[image: image121.jpg]


J/   Podobnou úlohu můžeme řešit v prostoru. 

     Z krychle je vyrobena koule maximálního průměru.                

     Kolik procent objemu krychle tvoří objem koule?

[image: image122.png]



     Do krychle umístíme postupně 8, 27, 64, .....   

     shodných koulí (nárys je shodný s obrázky
     

     v předchozí části) a ptáme se, kolik procent

     objemu krychle tvoří objem koulí                                 Objem koulí ve všech případech        

      v jednotlivých případech.                                             tvoří asi 52,4 % objemu krychle. 
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K/  Následující příklad je znám pod názvem       

      Hyppokratovy měsíčky (5. stol. př. n. l.).

     Vypočítejte součet obsahů obarvených 

     ploch, ohraničených půlkružnicemi nad

     stranami  pravoúhlého trojúhelníka.

     Nalezněte si ještě na Internetu

     nějaké informace o zmíněném

     matematikovi. 

   Úlohu můžeme řešit např. tak, že sečteme obsah trojúhelníka a obsahy půlkruhů nad 

   odvěsnami a od  tohoto součtu odečteme obsah půlkruhu nad přeponou.
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                       Obsah obou měsíčků je roven obsahu pravoúhlého trojúhelníku.

[image: image124.wmf]a

L/  Vypočítejte si ještě, jaký obsah              

      mají čtyři shodné „měsíčky“              

      sestrojené podle obrázku.

      Sestrojte si obrázek v některém

      programu.  

     Můžeme postupovat např. tak,

      že od součtu obsahu čtverce

      a čtyř půlkruhů nad jeho stranami

      odečteme obsah kruhu opsaného

      čtverci.
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Obsah čtyř měsíčků je roven obsahu čtverce.

M/   Vyjádři obsah „čtyřlístku“ pomocí proměnné a:

[image: image125.wmf]r

   

            Obsah můžeme vyjádřit pomocí osmi

            kruhových úsečí. Od obsahu výseče

            odečteme obsah trojúhelníka:
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[image: image47.wmf]
N/   Vyjádři obsah barevné části kruhu o poloměru r:
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[image: image50.wmf]                Můžeme postupovat např. takto:
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O/   Vyjádřete pomocí výrazů vztah, který platí mezi středovými a obvodovými úhly:

      
[image: image55.wmf]Úhel při vrcholu A si označte (, při vrcholu B (.

         Vyjádřete postupně velikosti úhlů AVS a ASV,

         potom velikosti úhlů SVB a BSV.

         Následně vyjádřete velikost úhlu ASB pomocí 

         úhlů ASV a BSV.     

( ASB =  
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf]
Středový úhel má dvojnásobnou velikost příslušného obvodového úhlu.

P/   Do čtverce je vepsán kruh. Vypočítejte, kolik procent obvodu čtverce tvoří obvod kruhu

      a kolik procent obsahu čtverce tvoří obsah kruhu.
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          Obvod:    
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          Obsah:     
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                                                   Procentuální hodnota je v obou případech stejná.

Q/   Do rovnostranného trojúhelníku o délce strany a je vepsán kruh.

1) Vypočítejte, kolik procent obvodu trojúhelníku tvoří obvod kruhu.

2) Vypočítejte, kolik procent obsahu kruhu tvoří obsah kruhu.

(Zopakujte si vlastnosti rovnostranného trojúhelníku, nejprve si vyjádřete jeho       

              výšku a potom poloměr vepsaného kruhu.)  
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                    Oba výsledky jsou stejné.

R/    Zkuste předchozí výsledky zobecnit pro libovolný pravidelný n-úhelník:

                                            Obvod:   
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              Obsah:  
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                                          Z výpočtu plyne, že uvedené procentuální výsledky jsou 

                                          stejné pro každý pravidelný n-úhelník a jemu vepsaný kruh.

       Tento příklad lze využít pro pochopení pojmu limita, je zřejmé, že s rostoucím n se                 

       se hodnota zlomku blíží k jedné, t.j. výsledky úlohy ke 100 %. 
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S/   Vyjádřete poloměr kružnïce trojúhelníku vepsané pomocí jeho obsahu a obvodu.

                                                                        Obsah trojúhelníku ABC je roven součtu

                                                                        obsahů trojúhelníků ABS, BCS a ACS.

                                                                        Ze vzniklého vztahu vyjádřete poloměr

                                                                        vepsané kružnice.  
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    Numerickou hodnotu poloměru lze vypočítat pomocí uvedeného vztahu. Žáci se mohou o  

     správnosti přesvědčit následnou konstrukcí pomocí Cabri geometrie. Výpočtem následným    

     změřením poloměru mohou ověřit správnost vztahu pro různé druhy trojúhelníků.

     Výsledek této úlohy můžete použít i při řešení následujících dvou úloh.
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T/   1)    Vepište do čtverce dva shodné kruhy.

2) Vypočítejte, kolik procent obsahu čtverce tvoří obsah obou kruhů.

    ad 1)  Čtverec rozdělíme úhlopříčkou na dva shodné pravoúhlé trojúhelníky a každému    

              z nich vepíšeme kružnici.

    ad 2)  Poloměr kruhu r vyjádříme z trojúhelníku TBS pomocí proměnné a. 

              Velikost úhlu TBS je 22,5(, délka úsečky TB je 
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      Výpočet procent: 
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     Obsah kruhů tvoří asi 54 % obsahu čtverce.         

[image: image136.wmf]U/   Do čtverce je vepsán rovnoramenný trojúhelník 

      a do něho kruh. Kolik procent obsahu kruhu

       tvoří obsah kruhu?                                                   
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         Výpočet počtu procent:    
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         Obsah kruhu tvoří přibližně 30 % obsahu čtverce.

V/  
[image: image83.wmf]·

  Napište libovolné trojciferné číslo a za něho ještě jednou totéž číslo. 

           Takto vzniklé šesticiferné číslo je dělitelné 11. Dokážete tento fakt zdůvodnit?

           (Cifry vašeho čísla si označte a, b, c, a, b, c. Potom sestavte rozvinutý zápis tohoto

           čísla v desítkové soustavě a odůvodněte tvrzení.)

           
[image: image84.wmf]1

10

100

1000

10000

100000

×

+

×

+

×

+

×

+

×

+

×

=

c

b

a

c

b

a

c

b

a

c

b

a

 

                            
[image: image85.wmf]11

91

11

910

11

9100

1001

10010

100100

×

×

+

×

×

+

×

×

=

×

+

×

+

×

=

c

b

a

c

b

a

   

                            
[image: image86.wmf](

)

c

b

a

×

+

×

+

×

×

=

91

910

9100

11

        

          Takto vzniklé číslo je vždy dělitelné číslem 11.

    
[image: image87.wmf]·

  Odůvodněte ještě, že dělitelné jedenácti je i šesticiferné číslo, které vznikne zápisem   

    libovolného trojciferného čísla a čísla zapsaného v opačném pořadí cifer:
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[image: image89.wmf]·

  Zapište libovolné dvojciferné číslo a potom jej za něho zapište ještě dvakrát.   

        Takto vzniklé šesticiferné číslo je dělitelné číslem 37. Dokážete to odůvodnit?
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       Dělitelnost číslem 37 takto vzniklého čísla je zřejmá.

X/  
[image: image92.wmf]·

 Sestavte výrazy pro výpočet obvodu a obsahu pravidelného trojúhelníku, čtyřúhelníku

          a šestiúhelníku. Pomocí Excelu vypočítej obvody a obsahy těchto n-úhelníků pro délky

          stran, které budou dány přirozenými čísly 1 – 10.

      Rovnostranný trojúhelník:         
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      Čtverec:                                     
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      Pravidelný šestiúhelník:           
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[image: image137.wmf]
 Sestrojte grafy vyjadřující 

 závislost obvodu a obsahu

 na délce strany i pro další

 n-úhelníky a rozhodněte,

 o jakou závislost se jedná

 v případě obvodu a o jakou

 u obsahu.


[image: image99.wmf]·

  Každému z těchto n-úhelníků jsou opsány kružnice. Sestavte výrazy pro výpočet   

     poloměrů, obvodů a obsahů kruhů ohraničených těmito kružnicemi. Pomocí Excelu   

     vypočítejte numerické hodnoty pro jednotlivé případy.

  Trojúhelník:         
[image: image100.wmf]3

3

2

3

3

2

×

=

×

×

=

a

a

r

             
[image: image101.wmf]3

3

2

×

×

×

=

a

O

p

             
[image: image102.wmf]3

2

a

S

×

=

p


  Čtverec:               
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  Šestiúhelník:       
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	Trojúhelník
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	1,15
	1,73
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	3,46
	4,04
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	39,27
	56,55
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